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EX1: Seja W � IR3 um plano passando pela origem.
(i) Se F � IR3 �e um outro plano passando pela origem, determineW+F:

Resp:
Como W �e um plano sabemos que existem dois vetores w1 e w2 n~ao
colineares (ou seja, linearmente independentes) que geram W (ou
seja, W = [w1; w2]).
Sendo F um plano do espa�co distinto de W; podemos supor que F �e
gerado por dois vetores n~ao colineares v1 e v2, onde pelo menos um
deles n~ao est�a no plano W (caso contr�ario seriam o mesmo plano!).
Sabendo que W +F �e gerado pelo conjunto de vetores fw1; w2; v1; v2g
e que 3 deles s~ao n~ao coplanares, obtemos queW+F obrigatoriamente
�e o IR3 (de fato, como dim IR3 = 3; três vetores LI j�a formam uma
base para esse espa�co).
Observe que se F fosse uma reta n~ao contida no plano W o resultado
seria o mesmo.

(ii) Se S = [u], onde u �e um vetor n~ao nulo do IR3 o que podemos dizer
de W \ S?
Resp:
Se S = [u] com u n~ao nulo, ent~ao S �e uma reta no espa�co passando
pela origem. Logo W \ S depende da posi�c~ao da reta em rela�c~ao ao
plano W:
Se S est�a contida no plano (ou de forma equivalente, se u 2 W ),
ent~ao W \ S = S: Se S n~ao est�a contida no plano (ou de forma
equivalente, se u =2 W ), ent~ao W \ S = f(0; 0; 0)g (Lembre-se que
todos os subespa�cos do IR3 possuem a origem.)

EX2: Sejam

W1 = f(x; y; z; t) 2 IR4 = x+ y = 0 e t� 2z = 0g

e

W2 = f(x; y; z; t) 2 IR4 = 2x� y + z + t = 0g

subespa�cos de IR4:
(i) Determine uma base para W1 +W2 e dê sua dimens~ao.
(ii) Determine uma base para W1 \W2 e dê sua dimens~ao.
(iii) W1 +W2 = IR4?
Resp:
(i) Para determinarmos uma base para W1 + W2 devemos antes deter-

minar bases para W1 e W2: Resolvendo o sistema linear homogêneo
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que de�ne W1 obtemos:

W1 = f (�y; y; z; 2z) = y; z 2 IR g

e portanto B1 = f(�1; 1; 0; 0); (0; 0; 1; 2)g gera W1 e sendo tamb�em
LI (veja observa�c~ao abaixo) �e uma base para tal subespa�co.
Resolvendo o sistema que de�ne W2 obtemos:

W2 = f (x; 2x+ z + t; z; t) = x; z; t 2 IR g

e portanto B2 = f(1; 2; 0; 0); (0; 1; 1; 0); (0; 1; 0; 1)g gera W2 e sendo
tamb�em LI (veja observa�c~ao abaixo) �e uma base para tal subespa�co.
Sendo assim, temos que:

B1 [B2 = f (�1; 1; 0; 0); (0; 0; 1; 2); (1; 2; 0; 0); (0; 1; 1; 0); (0; 1; 0; 1) g

�e um conjunto gerador do subespa�co W1 +W2: Como em geral essa
uni~ao n~ao �e LI temos que aplicar o m�etodo do escalonamento da
matriz cujas linhas s~ao os vetores de B1 [ B2 para determinarmos
uma base. Observe que, sendo W1 + W2 um subespa�co vetorial do
IR4; a sua dimens~ao n~ao pode ser maior que 4 e portanto, com certeza
nesse caso B1 [B2 �e LD.
Ap�os um escalonamento da matriz obtemos a base:

B = f (�1; 1; 0; 0); (0; 1; 1; 0); (0; 0; 1; 2); (0; 0; 0; 6) g

de onde conclu��mos que dimW1 +W2 = 4:

(ii) Temos queW1\W2 �e o conjunto solu�c~ao do sistema linear homogêneo:8<
:

x+ y = 0
t� 2z = 0

2x� y + z + t = 0

Resolvendo via elimina�c~ao gaussiana tal sistema obtemos que:

W1 \W2 = f(�z; z; z; 2z) = z 2 IRg

e portanto f(�1; 1; 1; 2)g �e uma base para tal subespa�co.
Sendo assim, dimW1 \W2 = 1; o que j�a era esperado, pois:

dimW1 \W2 = dimW1 + dimW2 � dim(W1 +W2) = 2 + 3� 4 = 1

(iii) Sim, poisW1+W2 �e subespa�co vetorial do IR4 com a mesma dimens~ao
do IR4:
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OBSERVAC� ~OES:

(1) Para mostrar que dois vetores s~ao LI, basta veri�car se n~ao s~ao m�ultiplos
escalares. Para o caso de três ou mais vetores devemos usar a de�ni�c~ao ou,
no caso de vetores do IRn; coloc�a-los nas linhas de uma matriz, escalon�a-la
e veri�car se nenhuma linha foi anulada.

(2) As bases encontradas no segundo exerc��cio n~ao s~ao as �unicas poss��veis.
Tirando o subespa�co nulo, todo espa�co vetorial possui in�nitas bases dis-
tintas (lembrando que base �e o conjunto que gera e �e LI; n~ao confunda
base com um elemento da base).

(3) Sempre resolva os sistemas lineares pelo m�etodo da elimina�c~ao gaussiana
(visto em aula) para evitar erros.

(4) Ao resolver um exerc��cio, seja em lista ou em prova, justi�que ao m�aximo
as suas contas e a�rma�c~oes, pois isso facilita e torna mais justa a corre�c~ao.
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